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摘　要：简要介绍同调镜像对称中的 ＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇＡ－模型 （ＬＧＡ模型）。首先简要回顾了同调镜像对称的
整体图景，然后讨论了 ＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇ模型的背景以及在同调镜像对称中的应用，最后，简要介绍 ＬＧ模型的

Ｆｕｋａｙａ范畴的最新研究。本文尝试尽可能地包含数学与物理两方面的背景材料。
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ｔｗｏＬｅｆｓｃｈｅｔｚｔｈｉｍｂｌｅｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅ‘ｓｕｐｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｇｒｏｕｎｄｓｔａｔｅｓ’ｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ，ａ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｈｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ，ｗｈｅｒｅｗｅｒｅｗｒｉｔｅｉｔａｓαｆｏｒｏｕｒｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙｏｆｓｙｍｂｏｌｓ：

α（ｌ）＝∫［０，１］×［０，π］ｌ^ω＋∫［０，π］ＲｅＷ（ｌ）ｄｓ （１）

Ｈｅｒｅｌ^ｉｓａｈｏｍｏｔｏｐｙ［０，１］×［０，π］→Ｍｔｈａｔｌ^（１，·）＝ｌａｎｄｌ^（０，·）ｉｓａｆｉｘｅｄｐａｔｈ．Ｎｏｔｅｔｈａｔ，ｗｅｎｅｅｄｓｏｍｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｔｏｍａｋｅｉｔｗｅｌｌｄｅｆｉｎｅｄ．

Ｔｈｅｇｒａｄｉｅｎｔｆｌｏｗｏｆαｉｓ
ｓφ＋Ｊｔφ＝ＲｅＷ（φ） （２）

Ｉｎｃｏｍｐｌｅｘｖｅｒｓｉｏｎ，ｉｔｉｓ

珋ｚｕ
ｊ＝１２ｈ

珋ｉｊ珋ｉ珚Ｗ

ｗｈｅｒｅｈｉｓｔｈｅＫｈｌｅｒｍｅｔｒｉｃｏｆＭ．ＴｈｉｓｉｓｅｘａｃｔｌｙｔｈｅＷｉｔｔｅｎｅｑｕａｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｉｓｓｉｍｉｌａｒｔｏｏｎｅｓｉｎＦＪＲＷｔｈｅｏｒｙｉｎ
［２０－２２］．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｈｅｒｅｗｅｍｕｓｔｃｏｎｓｉｄｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｂｏｕｎｄａｒｙ．Ｗｅｗｉｌｌｄｉｓｃｕｓｓｉｔｉｎｔｈｅｎｅｘｔｓｅｃｔｉｏｎ．

Ｉｔｉｓｗｏｒｔｈｎｏｔｉｎｇｔｈａｔ，ｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆＬｅｆｓｃｈｅｔｚｔｈｉｍｂｌｅｓａｎｄｖａｎｉｓｈｉｎｇｃｙｃｌｅｓｉｓｎｏｔｏｎｌｙａｐｐｌｉｅｄｔｏｈｏｌｏ
ｍｏｒｐｈｉｃＭｏｒｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓＷ，ｂｕｔｃａｎｂｅｕｓｅｄｔｏｈｏｌｏｍｏｒｐｈｉｃＭｏｒｓｅｆｉｂｒａｔｉｏｎｓπ：Ｅ→ＳｆｏｒｓｏｍｅＲｉｅｍａｎｎｉａｎｓｕｒｆａｃｅ
Ｓ，ａｎｄｗｅｃａｎｓｔｉｌｌｇｅｔＬｅｆｓｃｈｅｔｚｔｈｉｍｂｌｅｓａｎｄＶａｎｉｓｈｉｎｇｃｉｒｃｌｅｓ．ＩｎＳｅｉｄｅｌｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆＦｕｋａｙａＳｅｉｄｅｌｃａｔｅｇｏｒｙ
（ｓｅｅＦｉｇ．２），ｏｎｅｃｏｎｓｉｄｅｒｓＳｔｏｂｅａｕｎｉｔｄｉｓｃ，ａｎｄｃｏｎｎｅｃｔｓａｌｌｃｒｉｔｉｃａｌｖａｌｕｅｓｏｆπｔｏａｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｚ０ｏｎｔｈｅ

ｂｏｕｎｄａｒｙｏｆＳ．Ｔｈｅｎｏｎｅｔａｋｅｓｖａｎｉｓｈｉｎｇｃｉｒｃｌｅｓｉｎπ－１（ｚ０）ｔｏｂｅｔｈｅｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎｏｆｏｂｊｅｃｔｓ，ａｎｄｇｅｔｓａＦｕｋａｙａｃａｔｅ

ｇｏｒｙｉｎπ－１（ｚ０）．Ｔｈｅｖａｎｉｓｈｉｎｇｐａｔｈｓａｒｅｎｏｔｃａｎｏｎｉｃａｌｌｙｃｈｏｓｅｎ，ｂｕｔｏｎｅｃａｎｐｒｏｖｅｓｏｍｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｄｉｆ
ｆｅｒｅｎｔｃｈｏｉｃｅｓ．Ｔｈｉｓｋｉｎｄｏｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｉｓｃａｌｌｅｄｍｕｔａｔｉｏｎ．Ｏｎｅｃａｎｓｅｅ［２７－２９］ｆｏｒｒｅｆｅｒｅｎｃｅ．

Ｆｉｇ２　ＴｈｅｓｅｔｔｉｎｇｏｆＦｕｋａｙａＳｅｉｄｅｌｃａｔｅｇｏｒｙ，ｉｎ［２９］

２　ＦｕｋａｙａｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＬＧｍｏｄｅｌ

Ｗｅｎｅｅｄｓｏｍｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓｈｅｒｅ，ｂｅｆｏｒｅｆｕｒｔｈｅｒｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎｓ．Ｔｈｅｔｕｐｌｅ（Ｍ，ｈ，Ｗ）ｉｓｃａｌｌｅｄａＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇ
（ＬＧ）ｓｙｓｔｅｍ，ｗｈｅｒｅ（Ｍ，ｈ）ｉｓａｎｎｃｏｍｐｌｅｘｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｔｅｎｏｎｃｏｍｐａｃｔＫｈｌｅｒｍａｎｉｆｏｌｄａｎｄＷｉｓａｎｏｎ
ｔｒｉｖｉａｌｈｏｌｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｏｎＭ．ＷｅａｌｓｏｒｅｑｕｉｒｅｔｈａｔＭｉｓｏｆｂｏｕｎｄｅｄｇｅｏｍｅｔｒｙ，ｕｓｉｎｇｔｈｅＫｈｌｅｒｍｅｔｒｉｃ．Ｉｆｔｈｅ
Ｋｈｌｅｒｆｏｒｍωｏｆｔｈｅｍｅｔｒｉｃｈｉｓｅｘａｃｔ，ｗｅｃａｌｌ（Ｍ，ｈ，Ｗ）ａｎｅｘａｃｔＬＧｓｙｓｔｅｍ．

ＧｉｖｅｎａＬＧｓｙｓｔｅｍ（Ｍ，ｈ，Ｗ），ｗｅｓａｙｔｈａｔｉｔｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｔａｍｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔａｂａｓｅｐｏｉｎｔｑ０∈Ｍａｎｄ
ｃｏｎｓｔａｎｔｓＣ１，Ｃ２，δ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｎｙｐｏｉｎｔφ＝（ｕ１，…，ｕｎ，珔ｕ１，…，珔ｕｎ）∈Ｍ

（ｉ） Ｗ（ｕ）＋ ２
ＭＷ（ｕ）≤Ｃ１ｄ（φ，ｑ０）｜ＭＷ（ｕ）｜＋Ｃ２

（ｉｉ）ｄ（φ，ｑ０）≤Ｃ１ ＭＷ（ｕ）＋Ｃ２

（ｉｉｉ） ＭＷ（ｕ）≤Ｃ１ｅ
δｄ（φ，ｑ０）＋Ｃ

{
２

（３）

４



　第 １期 范辉军，等：ＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇＡ模型研究进展

ＡｎｏｔｈｅｒｃｏｎｃｅｐｔｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｉｓａｒｅｇｕｌａｒＬＧｓｙｓｔｅｍ．ＩｆＷｉｓＭｏｒｓｅ，ａｎｄｆｏｒａｎｙｐａｉｒｐ，ｑ∈ ＣＷ，ｐ≠ ｑ，ｈｏｌｄｓ
ＩｍＷ（ｐ）≠ＩｍＷ（ｑ），ｔｈｅｎｔｈｅＬＧｓｙｓｔｅｍ（Ｍ，ｈ，Ｗ）ｉｓｃａｌｌｅｄａｒｅｇｕｌａｒＭｏｒｓｅＬＧｓｙｓｔｅｍ．Ａｒｅｇｕｌａｒｔａｍｅｅｘａｃｔ
ＬＧｓｙｓｔｅｍ（Ｍ，ｈ，Ｗ）ｉｓａｒｅｇｕｌａｒＬＧｓｙｓｔｅｍ，ｗｈｉｃｈｈａｓｅｘａｃｔＫｈｌｅｒｆｏｒｍωａｎｄｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｔａｍｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．

Ｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｅｘａｃｔｎｅｓｓｗｉｌｌｍａｋｅｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｉｎ（１）ｗｅｌｌｄｅｆｉｎｅｄ．
ＷｅｗｉｌｌｄｅｆｉｎｅｔｈｅＬＧＦｕｋａｙａｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｓｕｃｈａｒｅｇｕｌａｒｔａｍｅｅｘａｃｔＬＧｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｅｏｂｊｅｃｔｓｏｆｔｈｅｃａｔｅｇｏｒｙａｒｅ

Ｌｅｆｓｃｈｅｔｚｔｈｉｍｂｌｅｓｗｉｔｈｅｘｔｒａｄａｔａｏｎｔｈｅｍ．Ｉｎｔｈｉｓｃｏｎｔｅｘｔ，Ｌｅｆｓｃｈｅｔｚｔｈｉｍｂｌｅｓａｒｅｓｔａｂｌｅｍａｎｉｆｏｌｄｓｏｆｔｈｅｆｌｏｗｇｅｎ
ｅｒａｔｅｄｂｙｔｈｅｇｒａｄｉｅｎｔｏｆＲｅＷ．Ｎｏｔｅｔｈａｔ，ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｂｏｖｅｗｉｌｌｍａｋｅｔｈｅｓｅＬｅｆｓｃｈｅｔｚｔｈｉｍｂｌｅｓｆｉｎｉｔｅｉｎｎｕｍｂｅｒ

ａｎｄｄｉｓｊｏｉｎｔ．ＷｅｌｉｆｔｔｈｅＬｅｆｓｃｈｅｔｚｔｈｉｍｂｌｅｓｔｏｔｈｅｕｎｉｖｅｒｓａｌＡｂｅｌｉａｎｃｏｖｅｒ槇ＧＭｏｆｔｈｅｂｕｎｄｌｅＧＭｏｆｔｈｅＬａｇｒａｎｇｉａｎ
ｓｕｂｓｐａｃｅｓｏｆＴＭ．

ＡＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇＬａｇｒａｎｇｉａｎｂｒａｎｅＬ＃ｉｓａＬｅｆｓｃｈｅｔｚｔｈｉｍｂｌｅＬ，ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈａｌｉｆｔｉ＃：Ｌ→ Ｌ＃ａｎｄａＰｉｎ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｎＴＬ．ＴｈｅｓｅＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇＬａｇｒａｎｇｉａｎｂｒａｎｅｓａｒｅｔｈｅｏｂｊｅｃｔｓｏｆｏｕｒｃａｔｅｇｏｒｙ．

ＴｏｄｅｆｉｎｅｔｈｅｍｏｒｐｈｉｓｍｂｅｔｗｅｅｎｏｂｊｅｃｔｓＬ＃０，Ｌ
＃
１，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ

ｌ
ｔ
＝ＸＷ （４）

ｗｈｏｓｅｌｏｃａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｆｏｒｍｉｓ

ｉ·ｚ
ｌ（ｔ）
ｔ

＝∑
珋ｉ
ｈ珋ｉｌ珋ｉ珚Ｗ

Ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｍａｐｓｏｆ‘ｏｐｅｎｓｔｒｉｎｇｓ’［０，Ｔ］→Ｍｆｏｒｓｕｃｈａｎｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｌ（０）∈Ｌ０，ｌ（Ｔ）∈Ｌ１ａｒｅｃａｌｌｅｄＨａｍｉｌ

ｔｏｎｉａｎｃｈｏｒｄｓｂｅｔｗｅｅｎＬ０ａｎｄＬ１，ａｎｄｔｈｅｙｆｒｅｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｔｈｅＨｏｍｓｐａｃｅＨｏｍ（Ｌ
＃
０，Ｌ

＃
１）．Ｔｈｉｓｓｐａｃｅｉｓｇｒａｄｅｄ，ｂｙ

ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆＬ＃０，Ｌ
＃
１（ｎｏｔｏｎｌｙＬ０，Ｌ１），ａｎｄｉｔｉｓａＨ１（ＧＭ）ｇｒａｄｅｄｍｏｄｕｌｅ．

Ｉｎｆａｃｔ，ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｄｅｆｉｎｅｏｕｒＡ∞ｃａｔｅｇｏｒｙ，ｗｅｎｅｅｄｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒｓｔｒｉｎｇｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ‘ｓｐｅｅｄｓ’．Ｔｈａｔｉｓｔｏｓａｙ，
ｉｎｓｔｅａｄｏｆ（４），ｗｅｎｅｅｄｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒ

ｌ
ｔ
＝κＸＷ （５）

ｗｉｔｈκ＝１，２，…．ＴｈｅｓｅｔｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｗｉｔｈａｆｉｘｅｄκｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙＳκ，Ｗ（Ｌ０，Ｌ１），ａｎｄＳＷ（Ｌ０，Ｌ１）＝∪κＳκ，Ｗ（Ｌ０，
Ｌ１）．Ｆｉｒｓｔ，ｗｅｎｅｅｄｔｈｅｓｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｂｅｆｉｎｉｔｅｉｎｎｕｍｂｅｒｆｏｒｅａｃｈκ，ｔｏｇｅｔａｗｅｌｌｄｅｆｉｎｅｄｔｈｅｏｒｙ．Ｉｆｓｏ，ｗｅｓａｙ
ｔｈａｔ，Ｌ０ａｎｄＬ１ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙａｔｔｉｍｅＴｗｉｔｈｓｐｅｅｄκ．ＷｅｃａｎｃｈｏｏｓｅｇｅｎｅｒｉｃＫｈｌｅｒｍｅｔｒｉｃｔｏｇｅｔａｔｒａｎｓ

ｖｅｒｓｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ，ｔｈｅｍｅｔｒｉｃｓｈｏｕｌｄｌｉｅｉｎｓｏｍｅｓｐａｃｅ，ｄｅｎｏｔｅｄｂｙＧＬ
μｈｅｒｅ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ１　 （Ｔｈｅｏｒｅｍ３１２ｏｆ［３０］）Ｌｅｔ（Ｍ，ｈ，Ｗ）ｂｅａｔａｍｅＬＧｓｙｓｔｅｍ．ＦｏｒａｒｅｓｉｄｕａｌｍｅｔｒｉｃｉｎＧＬ
μａｎｄ

ａｒｅｓｉｄｕａｌＴ∈（１／２，２），Ｌ０ａｎｄＬ１ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙａｔｔｉｍｅＴｗｉｔｈｓｐｅｅｄκｆｏｒｅａｃｈκ．
ＷｅｃｈｏｏｓｅａｒｅｓｉｄｕａｌＴ，ａｎｄｄｅｎｏｔｅ［０，Ｔ］ｂｙ［０，１］ｂｙｎｏｔａｔｉｏｎａｌｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎ．ＩｎｔｈｉｓｓｅｔｔｉｎｇｔｈｅＨｏｍ

ｓｐａｃｅＨｏｍ（Ｌ＃０，Ｌ
＃
１）ｉｓｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙＳＷ（Ｌ０，Ｌ１），ｔｈｅｇｒａｄｉｎｇｆｏｒｔｈｉｓｓｐａｃｅｉｓｅｎｌａｒｇｅｄｂｙＺ，ｏｎｅｃａｎｓｅｅ［３０，８．

２］ｆｏｒｍｏｒｅｄｅｔａｉｌｆｏｒｔｈｅｇｒａｄｉｎｇ．ＷｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅＨｏｍｓｐａｃｅｂｙＣＦ（Ｌ＃０，Ｌ
＃
１）．

Ｔｏｄｅｆｉｎｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｍａｐｓ，ｗｅｍｕｓｔｄｅｆｉｎｅａｔｆｉｒｓｔｔｈｅＷｉｔｔｅｎｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｐｏｉｎｔｅｄｄｉｓｃｓ．Ｔｅｃｈｎｉｑｕａｌｌｙ，
ｔｏｄｅｆｉｎｅｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ，ｗｅｆｉｒｓｔｎｅｅｄａｓｅｃｔｉｏｎσｏｆｔｈｅｌｏｇｃａｎｏｎｉｃａｌｂｕｎｄｌｅｏｆｔｈｅｄｉｓｃ．Ｆｉｒｓｔ，σｎｅｅｄｓｔｏｂｅｈｏｌｏ
ｍｏｒｐｈｉｃ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｔｈｅｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｌｍσｓｈｏｕｌｄｂｅｚｅｒｏｏｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙ．Ｎｏｔｅｔｈａｔ，ｏｎｓｔｒｉｐｌｉｋｅｅｎｄｓ，ｗｈｅｒｅ
ｔｈｅｐａｒｔｏｆｔｈｅｄｉｓｃｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ［ａ，＋∞）×［０，１］（ｏｒ（－∞，－ａ］×［０，１］）ｆｏｒｓｏｍｅａ＞０，σｃａｎｂｅ
ｗｒｉｔｔｅｎａｓκｄｚｆｏｒｓｏｍｅκ∈Ｒ＋ｉｎｔｈｉｓｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ．

Ｉｎｄｅｘｆｏｒｍｕｌａｄｅｔｅｒｍｉｎｅｓｔｈａｔ，ｔｈｅｓｐａｃｅｏｆｓｕｃｈｓｅｃｔｉｏｎｓｉｓｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ．ＦｏｒｂｒａｎｅｓＬ＃０，Ｌ
＃
１，…，Ｌ

＃
ｄ，ｗｅ

ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｍａｐｓｆｒｏｍｄ＋１ｐｏｉｎｔｅｄｄｉｓｃｔｏＭ，ａｎｄｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ：
珔Ｊ＝（ＸＲｅＷＩｍσ＋Ｚ（））

０，１ （６）
Ｈｅｒｅ，Ｚｉｓｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｅｒｍ．Ｍａｒｋｅｄｐｏｉｎｔｓｚ０，…，ｚｄｏｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｄｉｖｉｄｅｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｉｒｃｌｅｉｎｔｏｄ＋１ｓｅｇ

５
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ｍｅｎｔｓ．Ｆｏｒｌｉ∈ＳＷ（Ｌｉ－１，Ｌｉ），ｉ＝１，…，ｄａｎｄｌ０∈ＳＷ（Ｌ０，Ｌｄ），ｗｅｃａｎｃｏｎｓｉｄｅｒｓｕｃｈｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｈａｔｔｈｅｌｉｍｉｔｏｆ

（ｚ）ｉｓｌｉｗｈｅｎｚ→ｚｉ．ＷｅａｌｓｏｒｅｑｕｉｒｅｔｈａｔｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｓｅｇｍｅｎｔｓａｒｅｍａｐｐｅｄｔｏｏｎｅｏｆｔｈｅｓｅＬｅｆｓｃｈｅｔｚｔｈｉｍｂｌｅｓ，
ｗｈｏｓｅｏｒｄｅｒｉｓｓｕｉｔａｂｌｙｃｈｏｓｅｎｔｏｍａｋｅｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｃｏｍｐａｔｉｂｌｅ．Ｎｏｔｅｔｈａｔ，ｗｈｅｎｄ＝１，ｗｅｃａｎｒｅｇａｒｄｔｈｅｐｏｉｎｔ
ｅｄｄｉｓｃａｓａｓｔｒｉｐＲ×［０，１］，ａｎｄｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ（６）ｂｅｃｏｍｅｓ

ｓ＋Ｊｔ＝κＲｅＷ＋ｚ（）

ｗｈｉｃｈｉｓｓｉｍｉｌａｒｔｏ（２），ｅｘｃｅｐｔａｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔκａｎｄａｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｚ（）＝Ｚ（） 
( )ｓ．Ｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ

ｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｃａｎｂｅｒｅｇａｒｄｅｄａｓｓｏｍｅｋｉｎｄｏｆｇｒａｄｉｅｎｔｆｌｏｗ．
Ｗｅｔａｋｅｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｄｉｓｃｓｉｎｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎａｎｄｆｉｎｄｔｈａｔ，ｆｏｒｇｅｎｅｒｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ，

ｓｕｃｈｍａｐｓｗｉｌｌｍａｋｅｕｐａｓｍｏｏｔｈｍａｎｉｆｏｌｄｏｆａｃｅｒｔａｉｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．Ｉｆｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｉｓｚｅｒｏ，ｉｔｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅｒｉｇｉｄ
ｏｎｅ，ｔｈｅｎｃｏｕｎｔｉｎｇｓｕｃｈｍａｐｓｗｉｌｌｇｉｖｅａｎｕｍｂｅｒ＜ｌ０，ｌ１，…，ｌｄ＞．Ｃｏｕｎｔｉｎｇｔｈｅｓｅｎｕｍｂｅｒｓｗｉｌｌｇｉｖｅｒｉｓｅｔｏｃｏｍ
ｐｏｓｉｔｉｏｎｍａｐｓ

μｄ：Ｈｏｍ（Ｌ＃０，Ｌ
＃
１）×… ×Ｈｏｍ（Ｌ

＃
ｄ－１，Ｌ

＃
ｄ）→Ｈｏｍ（Ｌ

＃
０，Ｌ

＃
ｄ）

ｗｈｅｒｅｏｎｇｅｎｅｒａｔｏｒｓ，ｗｅｈａｖｅ

μｄ（ｌ１，…，ｌｄ）＝ ∑
ｌ∈ＳＷ（Ｌ０，Ｌｄ）

（－１） ＜ｌ，ｌ１，…，ｌｄ ＞ｌ

Ｔｈｅｓｙｍｂｏｌｉｓｕｓｅｄｔｏｇｉｖｅａｓｉｇｎｏｆｔｈｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔ．Ｂｙｓｔｕｄｙｉｎｇｔｈｅｃｏｍｐａｃｔｎｅｓｓｏｆｔｈｅｍｏｄｕｌｉｓｐａｃｅｓ，ｗｅｇｅｔ
ｔｈｅＡ∞ ｒｅｌａｔｉｏｎ（１３２ｏｆ［３０］）

∑
ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｄ

（－１）μｉ＋ｋ＋１（ｌ１，…，ｌｉ，μ
ｊ（ｌｉ＋１，…，ｌｉ＋ｊ），ｌｉ＋ｊ＋１，…，ｌｉ＋ｊ＋ｋ）＝０ （７）

ｗｈｅｒｅ（－１）μｉｓａｎｉｎｔｅｇｅｒａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｓｅｉｎｐｕｔｓ，ｗｈｉｃｈｉｓｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙｔｈｅｃｏｈｅｒｅｎｔｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｍｏｄ
ｕｌｉｓｐａｃｅｓ．

Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｃｏｍｐａｃｔｎｅｓｓｉｓｆａｒｆｒｏｍａｔｒｉｖｉａｌｒｅｓｕｌｔ．Ｔｈｉｓｉｓｂｅｃａｕｓｅ，ｔｈｅｔａｒｇｅｔＭｉｓｎｏｔｃｏｍｐａｃｔ．Ｓｏｗｅ
ｎｅｅｄｓｏｍｅｋｉｎｄｏｆＣ０ｅｓｔｉｍａｔｅ．ＴｈｉｓｉｓｄｏｎｅｂｙａｍｕｔｕａｌｃｏｎｔｒｏｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅＣ０ｂｏｕｎｄｏｆａｎｄ｜ｄ｜，
ｆｏｒｗｈｉｃｈｏｎｅｃａｎｓｅｅ［３０］ｆｏｒｔｈｅｄｅｔａｉｌ．Ｉｎｓｈｏｒｔ，ｗｅｎｅｅｄｔｏｅｘａｍｉｎｅｔｈｅ‘ｂｕｂｂｌｉｎｇ’ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎｗｈｅｒｅ
｜ｄ｜→＋∞．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ａｓｉｔｉｓｎｏｎｃｏｍｐａｃｔ，ｗｅｃａｎｎｏｔｇｅｔａｎａｃｔｕａｌｂｕｂｂｌｅ，ｆｏｒｎｏｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄ
ｉｆｗｅｃａｒｒｙｏｕｔｔｈｅｂｕｂｂｌｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓ．Ｉｎｓｔｅａｄ，ｗｅｕｓｅｓｏｍｅｋｉｎｄｏｆｅｌｌｉｐｔｉｃｅｓｔｉｍａｔｅｔｏｃｏｎｔｒｏｌ｜ｄ｜，ｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎ
ｄｉｔｉｏｎｔｈａｔｔｈｅｔｏｔａｌｅｎｅｒｇｙｉｓｂｏｕｎｄｅｄ．Ｉｎｔｈｉｓｐｒｏｃｅｓｓ，ｉｓｏｐｅｒｉｍｅｔｒｉｃｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｉｓｕｓｅｄ（ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈｔｈｅｅｘａｃｔｎｅｓｓ
ｏｆｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｆｏｒｍａｓｓｏｃｉａｔｅｄｔｏｈａｎｄｂｏｕｎｄｅｄｇｅｏｍｅｔｒｙｏｆ（Ｍ，ｈ）），ａｎｄｔｈｅｔａｍｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｓａｌｓｏｃｒｕｃｉａｌｔｏ
ｃｏｎｔｒｏｌｔｈｅｇｒａｄｉｅｎｔｔｅｒｍＸＲｅＷＩｍσ＋Ｚ（）．

Ｓｕｍｍｉｎｇｕｐ，ｗｅｇｅｔｔｈｅＦｕｋａｙａｃａｔｅｇｏｒｙＦｕｋ（Ｍ，ｈ，Ｗ）ｏｆａＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇｍｏｄｅｌ（Ｍ，ｈ，Ｗ），ｗｈｉｃｈｃｏｎ
ｓｉｓｔｓｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｄａｔａ：

（ｉ）ＡｓｅｔＯｂ（Ｆｕｋ（Ｍ，ｈ，Ｗ））ｏｆｏｂｊｅｃｔｓ，ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆａｌｌＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇｂｒａｎｅｓ．
（ｉｉ）Ｆｏｒｅａｃｈｐａｉｒ（Ｌ＃０，Ｌ

＃
１）ｏｆＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇｂｒａｎｅｓ，ａｍｏｒｐｈｉｓｍｓｐａｃｅ

Ｈｏｍ（Ｌ＃０，Ｌ
＃
１）＝ＣＦ（Ｌ

＃
０，Ｌ

＃
１）

（ｉｉｉ）Ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｍａｐｓ

μｄ：Ｈｏｍ（Ｌ＃０，Ｌ
＃
１）…Ｈｏｍ（Ｌ

＃
ｄ－１，Ｌ

＃
ｄ）→Ｈｏｍ（Ｌ

＃
０，Ｌ

＃
ｄ）

ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅＡ∞ ｒｅｌａｔｉｏｎ（７）．

３　Ｍｏｒｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ

ＴｈｅｒｅａｒｅｍａｎｙｍｏｔｉｖａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｔｈｉｓＦｕｋａｙａｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＬＧｍｏｄｅｌ．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｗｅ
ｃａｎａｌｓｏｅｘｐｅｃｔｔｏｈａｖｅｍａｎｙａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｉｓｔｈｅｏｒｙ．Ｗｅｐｒｅｓｅｎｔａｂｒｉｅｆｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ．

Ｔｈｅｒｅａｄｉｌｙｇｏａｌｏｆｔｈｉｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｓｔｏｅｘｔｅｎｄｔｈｅｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙｔｏｍｏｒｅｇｅｎｅｒａｌｃａｓｅｓ．Ｔｈｅｒｅ

６
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ａｒｅａｌｒｅａｄｙｍａｎｙｓｔｕｄｉｅｓｏｆｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙｏｆＬＧｍｏｄｅｌ，ｏｎｅｃａｎｓｅｅｔｈｅｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｉｎ［３０］ｆｏｒａ
ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｓｕｍｍａｒｙ．ＯｕｒＦｕｋａｙａｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＬＧｍｏｄｅｌｉｓｄｅｆｉｎｅｄｏｎａｇｅｎｅｒａｌｃｌａｓｓｏｆＫｈｌｅｒｍａｎｉｆｏｌｄｓ（ｅｘ
ａｃｔ，ｗｉｔｈｂｏｕｎｄｅｄｇｅｏｍｅｔｒｙ）．Ｏｎｃｅｉｔｉｓｄｅｆｉｎｅｄ，ｗｅｃａｎｅｘｐｅｃｔｔｈａｔ，ｉｔｃａｎｂｅｕｓｅｄｔｏｅｘｔｅｎｄｔｈｅｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌ
ｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙｔｏｍｏｒｅｇｅｎｅｒａｌｃａｓｅｓ（ｂｅｙｏｎｄＦａｎｏｃａｓｅ）．

Ｉｔｗｏｒｔｈｎｏｔｉｎｇｔｈａｔ，ｉｆｗｅｃｈｏｏｓｅａｒｅｇｕｌａｒｆｉｂｅｒπ－１（ｗ０），ｗｅｕｓｅＳｅｉｄｅｌｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｔｏｇｅｔａＦｕｋａｙａＳｅｉｄｅｌ

ｃａｔｅｇｏｒｙＦｕｋ（π－１（ｗ０））．ＡｎａｔｕｒａｌｑｕｅｓｔｉｏｎｉｓｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎＦｕｋ（π
－１（ｗ０））ａｎｄＦｕｋ（Ｍ，ｈ，Ｗ），ａｓｔｈｅｙ

ａｒｅｂｏｔｈＡｓｉｄｅｔｈｅｏｒｙｏｆＬＧｍｏｄｅｌ．Ｔｈｅｒｅｉｓｎｏｅｖｉｄｅｎｃｅｆｏｒｇｅｎｅｒａｌｒｅｌａｔｉｏｎｈｅｒｅ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｉｎｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｓ，ａｓ
Ｃｎａｎｄ（Ｃ）ｎ，ｗｅｅｘｐｅｃｔｔｈｅｒｅｉｓｓｏｍｅＡ∞ｑｕａｓｉｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｍ．Ｓｏｍｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｓｄｏｎｅ，ｉｎａｗｏｒｋ
ｉｎｐｒｏｇｒｅｓｓｂｙＨ．Ｆａｎ，Ｗ．ＪｉａｎｇａｎｄＤ．Ｙａｎｇ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅＦｕｋａｙａｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＬＧｍｏｄｅｌｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｈｅｒｅ
ｃａｎｂｅｅｘｐｅｃｔｅｄｔｏ‘ｕｎｉｆｙ’ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｆｏｒＬＧＡｍｏｄｅｌｅｖｅｒａｐｐｅａｒｅｄ．

ＴｈｉｓｔｈｅｏｒｙｉｓａｌｓｏｒｅｌａｔｅｄｔｏｔｈｅｑｕａｎｔｕｍｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｔｈｅｏｒｙｖｉａＷｉｔｔｅｎｅｑｕａｔｉｏｎｄｅｖｅｌｏｐｅｄｉｎ［２０－２２］（ｃｏｍ
ｍｏｎｌｙｒｅｆｅｒｅｄｔｏａｓＦＪＲＷｔｈｅｏｒｙ），ｗｈｉｃｈｉｓａｃｌｏｓｅｄｓｔｒｉｎｇｉｎｖａｒｉａｎｔａｂｏｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ，ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｂｙｓｔｕｄｙｉｎｇｔｈｅ
ＷｉｔｔｅｎｅｑｕａｔｉｏｎｏｎｏｒｂｉｆｏｌｄｌｉｎｅｂｕｎｄｌｅｓｏｎｃｌｏｓｅｄＲｉｅｍａｎｎｉａｎｓｕｒｆａｃｅｓ．Ａｃｔｕａｌｌｙ，ｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆＬＧＦｕｋａｙａ
ｃａｔｅｇｏｒｙｄｒａｗｓｍａｎｙｉｎｓｐｉｒａｔｉｏｎｓｆｒｏｍｔｈｅＦＪＲＷｔｈｅｏｒｙ．Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｔｈｅｔａｍｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｗｅｕｓｅｄｉｎｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃ
ｔｉｏｎａｂｏｖｅｉｓｆｒｏｍｔｈｅｒｅ．Ｔｏｇｏｆｕｒｔｈｅｒ，ｗｅｃａｎｅｘｐｅｃｔｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔａｎｅｎｒｉｃｈｅｄｔｈｅｏｒｙｔｏｔａｋｅｂｏｔｈｂｏｕｎｄａｒｙｍａｒｋｅｄ
ｐｏｉｎｔｓｉｎＬＧＦｕｋａｙａｃａｔｅｇｏｒｙｔｈｅｏｒｙ，ａｎｄｉｎｔｅｒｉｏｒｍａｒｋｅｄｐｏｉｎｔｓｉｎＦＪＲＷｔｈｅｏｒｙｉｎｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ．Ｔｈｉｓ‘ｕｎｉｖｅｒ
ｓａｌ’ｔｈｅｏｒｙ，ｏｎｃｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ，ｃａｎｂｅｕｓｅｄｔｏｆｏｒｍｕｌａｔｅｓｏｍｅｋｉｎｄｏｆｏｐｅｎｃｌｏｓｅｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅｏｆＬＧｍｏｄｅｌ．

Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｉｎＧａｉｏｔｔｏＭｏｏｒｅＷｉｔｔｅｎｓｗｅｂｂａｓｅｄｆｏｒｍａｌｉｓｍ（［３１］）ｏｆＬＧｔｈｅｏｒｙｆｏｒｈｏｌｏｍｏｒｐｈｉｃＭｏｒｓｅＷ，
ｏｎｅｃａｎｃｏｎｓｉｄｅｒｐｏｌｙｔｏｐｅｓｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｓｏｆＷｉｎＣａｎｄｓｅｃｏｎｄａｒｙｆａｎｓｏｆａｌｌｉｔｓｐｏｓｓｉｂｌｅｒｅｇｕｌａｒｐｏｌｙ
ｈｅｄｒａｌｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓ（ｔｈｅｄｕａｌｏｆｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅｓｐａｃｅｏｆｗｅｂｓ），ａｎｄｅｓｔａｂｌｉｓｈａｎＬ∞ ａｌｇｅｂｒａＲ．Ｏｎｅｃａｎｆｉｎｄｔｈｅ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｉｎｔｈｅｐａｐｅｒｏｆＫａｐｒａｎｏｖＫｏｎｔｓｅｖｉｃｈＳｏｉｂｅｌｍａｎ（［３２］）．Ｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｔｈｅｒｅｉｓｅｘｐｅｃ
ｔｅｄｔｏｒｅｃｏｖｅｒｓｏｍｅｋｉｎｄｏｆＬＧＦｕｋａｙａｃａｔｅｇｏｒｙ（［３２，Ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ１４１０］）．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅａｒｅｕｓｉｎｇｔｈｅｓａｍｅ
ＷｉｔｔｅｎｅｑｕａｔｉｏｎａｓｉｎＧＭＷａｎｄＫＫＳ，ａｎｄｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓａｎｄｖｉｅｗｐｏｉｎｔｓｅｓｐｅｃｉａｌｌｙｃｏｍｐａｃｔｎｅｓｓｅｔｃ．ｓｈｏｕｌｄｐａｖｅｔｈｅ
ｗａｙｔｏｒｉｇｏｒｏｕｓｌｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｉｓａｌｇｅｂｒａｏｆｉｎｆｒａｒｅｄａｎｄａｐｐｒｏａｃｈｔｈｉｓｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ：

［１］　ＣＡＮＤＥＬＡＳＰ，ＯＳＳＡＸＣＤＬ，ＧＲＥＥＮＰＳ，ｅｔａｌ．ＡｐａｉｒｏｆＣａｌａｂｉＹａｕｍａｎｉｆｏｌｄｓａｓａｎｅｘａｃｔｌｙｓｏｌｕｂｌｅｓｕｐｅｒｃｏｎｆｏｒｍａｌｔｈｅｏｒｙ

［Ｊ］．ＮｕｃｌｅａｒＰｈｙｓｉｃｓＢ，ＰａｒｔｉｃｌｅＰｈｙｓｉｃｓ，１９９１，３５９（１）：２１－７４．

［２］　ＧＩＶＥＮＴＡＬＡ．Ａｍｉｒｒｏｒｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｔｏｒｉｃｃｏｍｐｌｅｔｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＴｏｐｏｌｏｇｉｃａｌＦｉｅｌｄＴｈｅｏｒｙ，ＰｒｉｍｉｔｉｖｅＦｏｒｍｓａｎｄＲｅｌａｔｅｄ

Ｔｏｐｉｃｓ，１９９８：１４１－１７５．

［３］　ＧＩＶＥＮＴＡＬＡ．ＥｌｌｉｐｔｉｃＧｒｏｍｏｖＷｉｔｔｅｎｉｎｖａｒｉａｎｔｓａｎｄｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｍｉｒｒｏｒｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｇｒａｂｌｅｓｙｓｔｅｍｓａｎｄａｌｇｅｂｒａｉｃ

ｇｅｏｍｅｔｒｙ（Ｋｏｂｅ／Ｋｙｏｔｏ，１９９７），１９９７：１０７－１５５．

［４］　ＧＩＶＥＮＴＡＬＡ．Ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｇｅｏｍｅｔｒｙａｎｄｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙ［Ｃ］／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＩＣＭ，１９９４．

［５］　ＬＩＡＮＢ，ＬＩＵＫ，ＹＡＵＳ．Ｍｉｒｒｏｒｐｒｉｎｃｉｐｌｅ，Ｉ［Ｊ］．ＡｓｉａｎＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９９７，１（４）：７２９－７６３．

［６］　ＬＩＡＮＢ，ＬＩＵＫ，ＹＡＵＳ．Ｍｉｒｒｏｒｐｒｉｎｃｉｐｌｅ，ＩＩ［Ｊ］．ＡｓｉａｎＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９９９，３（ａ）：１０９－１４６．

［７］　ＬＩＡＮＢ，ＬＩＵＫ，ＹＡＵＳ．Ｍｉｒｒｏｒｐｒｉｎｃｉｐｌｅ，ＩＩＩ［Ｊ］．ＡｓｉａｎＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９９９，３（ｂ）：７７１－８００．

［８］　ＬＩＡＮＢ，ＬＩＵＫ，ＹＡＵＳ．Ｍｉｒｒｏｒｐｒｉｎｃｉｐｌｅ，ＩＶ［Ｊ］．ＳｕｒｖｅｙｓｉｎＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＧｅｏｍｅｔｒｙ，２０００，７：４７５－４９６．

［９］　ＨＯＲＩＫ，ＶＡＦＡＣ．Ｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙ［Ｊ］．ＡｒＸｉｖ，２０００．［ａｒＸｉｖ：ｈｅｐｔｈ／０００２２２２］．

［１０］　ＰＯＬＩＳＨＣＨＵＫＡ，ＺＡＳＬＯＷＥ．Ｃａｔｅｇｏｒｉｃａｌｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙｉｎｔｈｅｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅ［Ｊ］．ＷｉｎｔｅｒＳｃｈｏｏｌｏｎＭｉｒｒｏｒＳｙｍｍｅｔｒｙ，

ＶｅｃｔｏｒＢｕｎｄｌｅｓａｎｄＬａｇｒａｎｇｉａｎＳｕｂｍａｎｉｆｏｌｄｓ（Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ，ＭＡ，１９９９），１９９９：２７５－２９５．

［１１］　ＦＵＫＡＹＡＫ．Ｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙｏｆａｂｅｌｉａｎｖａｒｉｅｔｉｅｓａｎｄｍｕｌｔｉｔｈｅｔａｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪＡｌｇｅｂｒａｉｃＧｅｏｍ，２００２，１１（３）：３９３－５１２．

［１２］　ＫＯＮＴＳＥＶＩＣＨＭ，ＳＯＩＢＥＬＭＡＮＹ．Ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｔｏｒｕｓｆｉｂｒａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＳｙｍｐｌｅｃｔｉｃＧｅｏｍｅｔｒｙａｎｄＭｉｒｒｏｒ

Ｓｙｍｍｅｔｒｙ（Ｓｅｏｕｌ，２０００），２０００：２０３－２６３．
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［１３］　ＦＵＫＡＹＡＫ．Ｆｌｏｅｒｈｏｍｏｌｏｇｙｆｏｒｆａｍｉｌｉｅｓ－ａｐｒｏｇｒｅｓｓｒｅｐｏｒｔ［Ｊ］．ＩｎｔｅｇｒａｂｌｅＳｙｓｔｅｍｓ，Ｔｏｐｏｌｏｇｙ，ａｎｄＰｈｙｓｉｃｓ（Ｔｏｋｙｏ，２０００），

２０００：３３－６８．

［１４］　ＡＢＯＵＺＡＩＤＭ．ＦａｍｉｌｙＦｌｏｅｒｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙａｎｄｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｇｒｅｓｓｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉ

ｃｉａｎｓ－Ｓｅｏｕｌ２０１４，２０１４，ＩＩ：８１３－８３６．

［１５］　ＴＵＪ．Ｏｎｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｉｎｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙ［Ｊ］．ＡｄｖＭａｔｈ，２０１４，２５６：４４９－４７８．

［１６］　ＳＥＩＤＥＬＰ．Ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙｆｏｒｔｈｅｑｕａｒｔｉｃｓｕｒｆａｃｅ［Ｊ］．ＭｅｍＡｍｅｒＭａｔｈＳｏｃ，２００３，２３６（１１１６）：１－１２９．

［１７］　ＡＢＯＵＺＡＩＤＭ，ＳＭＩＴＨＩ．Ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙｆｏｒｔｈｅ４－ｔｏｒｕｓ［Ｊ］．ＤｕｋｅＭａｔｈＪ，２０１０，１５２（３）：３７３－４４０．

［１８］　ＳＥＩＤＥＬＰ．Ｆｕｋａｙａｃａｔｅｇｏｒｉｅｓａｎｄｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ［Ｃ］／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｇｒｅｓｓｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｉａｎｓ，ＶｏｌＩＩ

（Ｂｅｉｊｉｎｇ，２００２），２００２：３５１－３６０．

［１９］　ＳＨＥＲＩＤＡＮＮ．ＨｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙｆｏｒＣａｌａｂｉＹａｕｈｙｐｅｒｓｕｒｆａｃｅｓｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｐａｃｅ［Ｊ］．ＩｎｖｅｎｔＭａｔｈ，２０１５，１９９

（１）：１－１８６．

［２０］　ＦＡＮＨ，ＪＡＲＶＩＳＴ，ＲＵＡＮＹ．Ｇｅｏｍｅｔｒｙａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｐｉｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣｏｍｍＰｕｒｅＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈ，２００８，６１：７１５－

７８８．

［２１］　ＦＡＮＨ，ＪＡＲＶＩＳＴ，ＲＵＡＮＹ．ＴｈｅＷｉｔｔｅｎｅｑｕａｔｉｏｎ，ｍｉｒｒｏｒｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｑｕａｎｔｕｍｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．ＡｎｎｏｆＭａｔｈ，

２０１３，１７８（１）：１－１０６．

［２２］　ＦＡＮＨ，ＪＡＲＶＩＳＴ，ＲＵＡＮＹ．ＴｈｅＷｉｔｔｅｎｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｉｔｓｖｉｒｔｕａｌｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｃｙｃｌｅ［Ｊ］．Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１１．

［２３］　ＯＲＬＯＶＤ．ＴｒｉａｎｇｕｌａｔｅｄｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｏｆｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓａｎｄＤｂｒａｎｅｓｉｎＬａｎｄａｕＧｉｎｚｂｕｒｇｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃＳｔｅｋｌｏｖＩｎｓｔＭａｔｈ，

２００４，２４６（３）：２２７－２４８．

［２４］　ＯＲＬＯＶＤ．ＭａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｓｆｏｒｎｏｎａｆｆｉｎｅＬＧｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］．ＭａｔｈＡｎｎ，２０１２，３５３（１）：９５－１０８．

［２５］　ＯＲＬＯＶＤ．Ｄｅｒｉｖｅｄｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｏｆｃｏｈｅｒｅｎｔｓｈｅａｖｅｓａｎｄｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｄｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｏｆｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ［Ｊ］．Ａｌｇｅｂｒａ，Ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ，ａｎｄ
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